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Abstract. This article reports some preliminary results obtained in the doctoral
research developed by the author, and whose main purpose is to determine how the
conceptions of a group of professors in mathematics (who teach in early semesters of
undergraduate studies) change when they reflect and discuss possible causes of
errors made by students in mathematics. Teachers taking part in the research have
the opportunity to reflect individually (through an initial inquiry instrument) and
discuss with peers (through focus group meetings) about the nature of these errors
and the theoretical references in mathematics education that propose explanations
for those errors and its possible causes. The explanations of some teachers
(participants during the first phase of the study conducted between 2018 and 2019)
who answered the initial inquiry questionnaire are described and discussed.
Teachers’ responses are contrasted with appropriate theoretical references.

Keywords: obstacle, misconception, didactic contract, conversion, treatment, Duval’s
cognitive paradox, change of conceptions.

Sunto. Questo articolo riporta alcuni risultati preliminari ottenuti nella ricerca di
dottorato sviluppata dall’autore e il cui scopo principale e determinare come le
concezioni di un gruppo di professori (che insegnano nei primi semestri dei corsi
universitari) relative alla matematica cambiano quando essi riflettono e discutono
sulle possibili cause di errori commessi dagli studenti in matematica. Gli insegnanti
che hanno preso parte alla ricerca hanno avuto ['opportunita di riflettere
individualmente (attraverso un opportuno strumento di indagine iniziale) e di
discutere con i colleghi (attraverso focus group) sulla natura di questi errori e sui
riferimenti teorici della didattica della matematica che propongono spiegazioni di
tali errori e sulle loro possibili cause. In questo articolo vengono analizzate le
dichiarazioni di alcuni professori (che hanno partecipato alla prima fase della
ricerca condotta tra il 2018 e il 2019) che hanno risposto al questionario di indagine
iniziale. Le risposte dei professori sono analizzate attraverso riferimenti teorici
appropriati.



88 La matematica e la sua didattica » Anno 28, n. 1, 2020, 87—105

Parole chiave: ostacolo, misconcezione, contratto didattico, conversione, trattamento,
paradosso cognitivo di Duval, cambio di concezioni.

Resumen. En el presente articulo se reportan algunos resultados preliminares
obtenidos en la investigacion doctoral desarrollada por el autor y que tiene como
proposito fundamental determinar como cambian las concepciones de un grupo de
profesores de matemdtica (quienes ensefian en primeros semestres de universidad)
cuando reflexionan y dialogan sobre las posibles causas de los errores cometidos por
sus estudiantes en matemdtica. Los profesores participantes tienen la oportunidad de
reflexionar individualmente (mediante un instrumento de indagacion inicial) y
discutir con pares (mediante reuniones de focus group) sobre la naturaleza de esos
errores y sobre los referentes teoricos en diddctica de la matemdtica que proponen
explicaciones para esos errores y sus posibles causas. Se describen y discuten las
explicaciones de algunos profesores (participantes durante la primera fase del
estudio realizada entre 2018 y 2019) quienes respondieron un cuestionario de
indagacion inicial. Se contrastan las respuestas de los profesores con referentes
teoricos apropiados.

Palabras clave: obstaculo, misconcepcion, contrato didactico, conversion, tratamiento,
paradoja cognitiva de Duval, cambio de concepciones.

1. Premisa

En la investigacion doctoral se pretende estudiar los posibles cambios en las
concepciones de un grupo de profesores de matematica de primeros semestres
de universidad (con diferentes tipos de formacion profesional y experiencia
docente) sobre las causas de los errores de sus estudiantes en matematica. La
investigacion de corte cualitativo considera tres fases para la recoleccion de la
informacion: fase de invitacion a participar e indagacion inicial, fase de
discusion y reflexion y fase de entrevistas individuales. En la fase de
indagacion los profesores respondieron un cuestionario escrito que buscod
caracterizar las concepciones de los profesores al inicio de su participacion en
el estudio. Diversas investigaciones en didactica de la matematica han
presentado tipologias sobre los errores en matematica y algunos estudios,
como el de Ramirez (2013), han intentado profundizar en las concepciones de
los profesores sobre los errores en matematica de sus estudiantes.! El analisis

! Entre las investigaciones y estudios sobre el tema se pueden mencionar: una clasificacion y
caracterizacion de los errores de aprendizaje de la matematica (Rico, 1995), los obstaculos
epistemologicos asociados al aprendizaje matematico (Brousseau, 1976), aspectos didacticos
que influyen en el proceso de su aprendizaje como la trasposicion didactica (Chevallard, 1985)
o el contrato didactico (Brousseau, 1976), estudios sobre el pensamiento matematico avanzado
(Tall, 1991), la paradoja cognitiva de Duval en relacion a las dificultades de naturaleza
semidtica (Duval, 1993), convicciones de profesores y estudiantes sobre area y perimetro
(D’Amore & Fandifio Pinilla, 2007), estudios centrados en dificultades de aprendizaje de
objetos matematicos especificos como en el caso de la derivada (Sanchez-Matamoros, Garcia,
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de los resultados obtenidos en la primera fase del estudio permite contrastar
las respuestas de los profesores con lo reportado en la literatura pertinente e
identificar coincidencias y posibles nuevos hallazgos sobre las creencias y
concepciones de los profesores sobre el error a través de las explicaciones de
los docentes participantes.

2. Marcos teodricos

2.1. Error en el aprendizaje matematico, obstaculos, dificultad y
tipologias de aprendizaje matematico

Los errores matematicos de los estudiantes visibilizan lo problematico que
puede ser para ellos el aprendizaje de la matematica, revelando posibles
dificultades y obstaculos en ese proceso. Resulta por tanto oportuno delimitar
tedricamente parte de la terminologia usual en el estudio de los aspectos
problematicos del aprendizaje de la matematica: error, obstaculo, dificultad,
misconcepcion, representaciones semioticas y contrato didactico; estas
nociones han sido investigadas, caracterizadas y conceptualizadas en el marco
de la didéctica de la matematica.

Aunque puede asociarse la idea de error con un concepto errébneo o con
una accion desacertada de un estudiante en la actividad matematica, las
investigaciones han mostrado que su naturaleza trasciende esta vision
reduccionista y resulta mas compleja. Matz (1980, p. 94) ha senalado que los
errores son “intentos razonables, pero no exitosos de adaptar un conocimiento
adquirido a una nueva situacion’; para Ruano, Socas y Palarea (2008, p. 2) los
errores en matematica aparecen “principalmente en el trabajo de los alumnos
cuando se enfrentan a conocimientos novedosos que los obligan a hacer una
revision o reestructuracion de lo que ya saben”. Estos autores consideran
ademas que el error “puede tener distintas procedencias, pero siempre se
considera como un esquema cognitivo inadecuado y no so6lo como
consecuencia de falta de conocimiento o de un despiste” (2008, p. 2). De
acuerdo con D’Amore, Fandifio, Marazzani y Sbaragli (2010) un error es solo
la manifestacion de un malestar cognitivo. Brousseau (1983) ha sefialado que
el error no es necesariamente y solo un resultado de la ignorancia, la
incertidumbre y el azar, sino que es el resultado de un conocimiento previo el
cual fue exitoso, pero que resulta erroneo o simplemente no es aplicable en
otras circunstancias. Adicionalmente Brousseau (2001) afirma que en
didactica de la matematica se considera que los errores son especificos de un
conocimiento y/o de una situacién matematica, son inherentes al proceso de
aprendizaje y al proceso de ensefanza; el maestro debe combinar un nivel de
riesgo de error soportable y una probabilidad suficiente de beneficio de él.

& Llinares, 2008) y en general del célculo (Tall, 1993), el infinito (Arrigo, D’Amore, &
Sbaragli, 2011) y el nimero cero (D’ Amore & Fandifio Pinilla, 2012), entre otros.
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D’Amore et al. (2010, p.48) definen obstaculo como ‘“sinénimo de
cualquier cosa que se interpone al aprendizaje esperado en la direccion
docente-estudiante cualquiera sea su naturaleza”. Para D’Amore et al. (2010,
p- 49) los obstaculos “no son solo y exclusivamente falta de conocimiento, a
veces son expresiones de conocimientos”; de acuerdo con estos autores, el
estudiante utiliza este conocimiento para dar respuesta adecuada en un
contexto conocido, encontrado en precedencia; si el estudiante trata de usar
este conocimiento fuera del contexto conocido ya encontrado, fracasa,
generando respuestas incorrectas. El obstaculo produce contradicciones, pero
el estudiante se resiste a tales contradicciones; pareciera que requiere de un
conocimiento mas general, mas profundo, que generalice la situacion conocida
y resuelta, y que comprenda la nueva en la cual ha fracasado. Es necesario que
este punto se haga explicito y que el estudiante sea consciente de esto; aunque
una vez superado, de modo esporadico el obstaculo reaparece a lo largo del
curso de la ruta cognitiva del estudiante.

La epistemologia y el estudio historico de las ideas matematicas son
fundamentales para comprender la naturaleza de los errores de los estudiantes
como lo reconoce Brousseau (1976) quien sustenta fuertemente sus aportes en
la nocidén de obstaculo y caracteriza tres tipos: obstaculo epistemologico,
obstaculo didéctico y obstaculo ontogenético. Para este autor los obstdaculos
epistemologicos son constitutivos del conocimiento en que se apuntan y se
pueden encontrar en la historia de los conceptos mismos. De acuerdo con
Artigue (1990, p.8) los obstaculos ontogenéticos “estan unidos a las
limitaciones de las capacidades cognitivas de los estudiantes comprometidos
dentro del proceso de ensefianza”; los obstaculos diddcticos de acuerdo con
Brousseau (1976, p. 10) “son los que parecen no depender mas que de una
eleccion o de un proyecto de sistema educativo”.

Existe amplia y diversa investigacion sobre los obstaculos en el
aprendizaje matematico; se mencionan aqui soélo algunos de los multiples
resultados de estos estudios: El Bouazzoni (1988) estudid la existencia de
obstaculos en la comprension de las funciones continuas, Luis, Moreno y
Waldegg (1991) investigaron sobre los usos potenciales y actuales del término
infinito; Tirosh y Tsamir (1996), Tsamir y Tirosh (1992, 1999) reportan sus
resultados de investigacion sobre las dificultades de los estudiantes para
comprender el infinito y especificamente el infinito actual. D’Amore y
Fandino Pinilla (2012) describen los obstaculos epistemoldgicos presentes en
la comprension de los niimeros naturales y en particular del nimero cero.
Godino, Batanero y Font (2003) sefialan que:

El término dificultad indica el mayor o menor grado de éxito de los alumnos ante
una tarea o tema de estudio. Si el porcentaje de respuestas incorrectas (indice de
dificultad) es elevado se dice que la dificultad es alta, mientras que si dicho
porcentaje es bajo, la dificultad es baja. (Godino, Batanero, & Font, 2003, p. 73)

La dificultad en matematica puede asumir por lo menos tres sentidos distintos
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como lo indican D’Amore et al. (2010): la dificultad en matematica del
estudiante, la dificultad especifica de algunos argumentos de la matematica y
la dificultad del docente en la gestion de una situacion matematica. Fandifio
Pinilla (2010) propone cinco tipologias de aprendizaje diferentes, no libres de
superposiciones que contribuyen a analizar diversos componentes del
aprendizaje matematico: conceptual o noético, algoritmico, estratégico,
comunicativo y aprendizaje y gestion de las representaciones semidticas.

2.2. Misconcepciones, representaciones semidticas y contrato
didactico

En el proceso de aprendizaje matematico se pueden generar en los estudiantes
conceptualizaciones erroneas que de perdurar pueden obstaculizar su
comprension matematica, dando lugar a misconcepciones. De acuerdo con
D’Amore y Sbaragli (2005) el término misconcepcion ha sido usado por
décadas en la investigacion en educacion matemadtica e interpretado con
connotaciones negativas como juicio erréneo, idea equivocada, equivoco o
malentendido y también en un sentido mas extenso como concepcion falaz.?
Silver (1985) vincula fuertemente las misconcepciones con las creencias
erroneas; para Schoenfeld (1985) los estudiantes pueden desarrollar algunas
concepciones incorrectas, particularmente en relacion con los procedimientos.
D’Amore (1999, como se cita en D’Amore et al., 2010, p. 78) propone un
sentido constructivo para definir el término misconcepcion sefalando que es
un concepto erroéneo, el cual constituye un acontecimiento que debe evitarse;
para D’ Amore no debe verse como una situacion del todo negativa: para lograr
la construccion de un concepto puede ser necesario pasar a través de una
misconcepcion momentanea. Algunas misconcepciones se  derivan
directamente de la trasposicion didactica del saber y son denominadas por
Sbaragli (2005) evitables pues son consecuencia de las elecciones del
profesor; las misconcepciones inevitables de acuerdo con Sbaragli (2005) se
deben a la inevitabilidad del paso por las representaciones semioticas de los
objetos matematicos.

Las representaciones semioticas de los objetos matematicos contribuyen
fuertemente al estudiar los errores en matematica de los estudiantes. D’ Amore
(2004) afirma que las representaciones son necesarias en la construccion de
los conceptos matematicos pues no se dispone de objetos concretos, reales que

2 En este articulo se emplea la palabra misconcepcion del idioma espafiol como equivalente al
término ingles misconception y a la palabra italiana misconcezione; D’Amore y Sbaragli
(2005, p. 140) sefialan textualmente sobre la palabra inglesa misconception: “La parola inglese
misconception ¢ interpretata solitamente come giudizio erroneo, idea sbagliata, ma anche
equivoco o malinteso; si trova intesa anche nel senso piu esteso di concezione fallace”. [“La
palabra inglesa misconception es interpretada generalmente como juicio erroneo, idea
equivocada, pero también ambigua o incomprendida; también se entiende en el sentido mas
amplio de concepcion falaz”].
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puedan exhibirse en su lugar. D’Amore, Fandifio y Iori (2013, p. 124)
justifican lo anterior porque los objetos matematicos no “son cosas corporeas
(por ejemplo, no son percibidas por los sentidos: nadie los puede ver, tocar,
saborear, oir, sentir, pesar, colorear, romper). No existen en la realidad, cosas
que se llamen puntos matematicos, numeros, figuras, rectas, igualdad; ningiin
objeto matematico es una cosa real”. D’ Amore, Fandifio Pinilla, y Iori (2013,
p. 124) sefialan ademas que “la conceptualizacion cognitiva matematica no es
y no puede ser basada sobre significados que se apoyan en la realidad concreta
dado que, en matematica no son posibles reenvios ostensivos”. El hecho de
recurrir en la actividad matematica a las representaciones semidticas de los
objetos matematicos implica fuertes dificultades en el aprendizaje,® como se
sintetiza en la paradoja cognitiva de Duval:

por una parte, la construcciéon cognitiva de los objetos matematicos no puede ser
mas que un aprendizaje conceptual y, por otra parte, es s6lo por medio de
representaciones semioticas que es posible una actividad sobre los objetos
matematicos. Esta paradoja puede constituir un verdadero circulo vicioso para el
aprendizaje. (Duval, 1993, como se cita en D’ Amore et al., 2013, p. 127)

El andlisis semiotico de los errores en el aprendizaje matematico requiere
comprender como funcionan las representaciones semidticas de los objetos
matematicos y sus trasformaciones durante el aprendizaje de los estudiantes.
Este tipo de andlisis se vale de las nociones de registro de representacion
semiotica y de las transformaciones al interior y entre registros semioticos
(tratamiento y conversion). Para Duval (2006) estas transformaciones estan en
el corazon de la actividad matematica y su diferenciacion constituye el primer
requisito metodologico para analizar los problemas de comprension
matematica de los estudiantes. Tanto la conversion (Duval, 2006) como el
tratamiento (D’Amore, 2006; D’ Amore & Fandifo Pinilla, 2007; Santi, 2010;
Rojas, 2014) son fuente de fuertes dificultades en el aprendizaje matematico.
La nocion de contrato didactico propuesta por Brousseau constituye uno de
los referentes teoricos de mayor trascendencia en didactica de la matematica
por su potencial para explicar las complejas interacciones entre profesor y
estudiante en la clase de matematica en relacion con el saber matematico que
es objeto de aprendizaje y su funcionamiento en el aula. Brousseau (1980;
2007) interesado en el estudio de las causas del fracaso en matematica
ubicadas en la relacion del estudiante con el saber y con las situaciones
didacticas y que no estarian ligadas con sus aptitudes u otras caracteristicas
sefala que el contrato didactico (Brousseau, 1986) estd constituido por los
habitos especificos del profesor esperados por el alumno y los
comportamientos del alumno esperados por el profesor que ocurren en una
situacion de ensefanza preparada y realizada por el maestro. De acuerdo con

3 Lo cual es coherente con la tipologia de aprendizaje semiotico propuesto por Fandifio Pinilla
(2010) como referente tedrico para analizar la dificultad.
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Alagia, Bressan y Sadovsky (2005, p. 37) el contrato incorpora al analisis de la
ensefanza y el aprendizaje de la matematica “un aspecto esencial: la intencioén
de que el alumno aprenda un saber cultural, intencién que tiene el docente y
que necesariamente el alumno debe compartir”. Adicionalmente estas autoras
sefalan algunas caracteristicas del contrato didactico:

Este juego sutil, muchas veces dificil de atrapar, en el que a raiz del trabajo en
clase con respecto a cierto objeto matematico se negocian significados, se
trasmiten expectativas mutuas, se sugieren o se infieren modos de hacer, se
comunican o se interpretan (explicita o implicitamente) normas matematicas, este
juego es el contrato didactico. (Alagia et al., 2005, pp. 37-38)

El contrato didactico constituye un referente tedrico en didactica de la
matematica que continla vigente como objeto de investigacion como lo
muestran algunos estudios recientes. Por ejemplo, D’Amore, Fandifio Pinilla,
Marazzani y Sarrazy (2010) proponen una vision critica y moderna sobre el
contrato didactico. Por otra parte, Narvaez Ortiz (2017) propone un estudio
actual sobre el contrato didactico, sus efectos y clausulas.

2.3. Creencias, concepciones y convicciones sobre las causas del
error en matematica

De acuerdo con Pajares (1992) las creencias constituyen verdades personales
indiscutibles que se derivan de la experiencia o de la fantasia del individuo y
tienen un fuerte componente evaluativo y afectivo. Moreno y Azcarate (2003,
p. 67) senalan que “no se fundamentan en la racionalidad sino sobre los
sentimientos, las experiencias y la ausencia de conocimientos especificos del
tema con el que se relacionan, lo que las hacen ser muy consistentes y
duraderas para cada individuo”. Para Schoenfeld (1992, como se cita en
Pehkonen y Térner, 1999) las creencias son comprensiones y sentimientos que
dan forma a la manera en que un individuo conceptualiza y se involucra con el
conocimiento matematico. De acuerdo con Pehkonen y Pietild (2003) las
creencias pueden considerarse desde diferentes enfoques dependiendo de su
relacion con el conocimiento, las actitudes, las creencias o la metacognicion
del individuo; asi, Pajares (1992) y Furinghetti (1996) consideran las creencias
como parte del conocimiento, Grigutsch (1998) las ubica como parte de las
actitudes y para Thompson (1992) son parte de las concepciones. Schoenfeld
(1987) considera las creencias como parte de la metacognicion del individuo.
En el caso especifico de los profesores Garcia, Azcarate, y Moreno (2006)
identifican algunas caracteristicas de las creencias del profesor: se asocian a
ideas personales e influyen en su toma de decisiones, influyen en el proceso
ensefanza aprendizaje, tienen un valor afectivo, son un tipo de conocimiento y
se justifican sin rigor alguno.

Algunos autores sefialan que, en contraste con las creencias, las
concepciones poseen un mayor nivel de racionalidad, elaboracion cognitiva y
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de consciencia. Por ejemplo, Pehkonen y Pietili (2003) subrayan el
componente cognitivo de las concepciones mientras que en las creencias
subconscientes se enfatiza el componente afectivo. Garcia, Azcéarate y Moreno
(2006, p. 87) consideran que las concepciones “consisten en la estructura que
cada profesor de matemadticas da a sus conocimientos para posteriormente
ensefiarlos o transmitirlos a sus estudiantes”. Estos autores adicionalmente
caracterizan algunas de las concepciones del profesor: forman parte del
conocimiento, son producto del entendimiento, actiian como filtros en la toma
de decisiones e influyen en los procesos de razonamiento. D’Amore (2008)
define epistemologicamente la concepcion como un

conjunto de convicciones, de conocimientos y de saberes cientificos, que tienden
a decir cudles son los conocimientos de los individuos o de los grupos de
personas, su funcionamiento, las formas de establecer su validez, de adquirirlas y
por tanto de ensenarlas y de aprenderlas. (D’ Amore, 2008, p. 88)

Autores como D’Amore y Fandifio (2004) o Campolucci, Maori, Fandifio y
Sbaragli (2006) privilegian el uso de la palabra conviccion en sus estudios
sobre cambios (de convicciones) de los profesores. D’ Amore y Fandifio Pinilla
(2004, p.26) asumen la conviccion en el sentido de creencia: “belief o
creencia: opinioén, conjunto de juicios y de expectativas, lo que se piensa a
proposito de algo”. De acuerdo con Martinez Padron (2013) las creencias:

Constituyen convicciones personales, en diferentes grados, acerca de algo (objeto
o situacion) o alguien, son adquiridas y reforzadas a partir de la
historia/experiencia de vida de quien las posee y son elementos que
implicitamente se tienen presentes al momento de actuar ante el objeto o sujeto
que las motivan. (Martinez Padron, 2013, p. 234)

Pehkonen (2001) sefiala que las creencias pueden ubicarse en un amplio rango
que puede ir desde creencias profundas hasta creencias superficiales; este
autor se refiere a este rango como niveles de conviccion.

En esta investigacion doctoral se ha asumido el sentido de racionalidad y
elaboracion cognitiva de las concepciones como rasgo diferenciador
fundamental frente a la falta de racionalidad que caracteriza a las creencias.

3. Problema de investigacion

Autores como Ramirez (2013) y Charnay (1989), Economou (1995) y
Milhaud (1980) citados por Gagatsis y Kyriakides (2000) han sugerido que los
profesores presentan explicaciones sobre las causas de los errores en
matematica de sus estudiantes que se distancian de los referentes teoricos y de
investigacion apropiados propuestos desde la didactica de la matematica; estas
explicaciones de los profesores estan vinculadas con sus creencias y
concepciones influyendo en muchos casos negativamente en la forma como
los profesores conciben las causas del error en matematica. Lo anterior resulta
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problematico si el profesor realiza profesionalmente su ejercicio docente y
asume la responsabilidad de ayudarle al estudiante a superar sus errores en
matematica; precisamente sobre lo anterior Ball, Thames y Phelps (2008) han
sefalado que la ensefianza implica mas que la identificacion de respuestas
incorrectas, pues una enseflanza competente requiere poder reconocer el
origen de un error matematico. Para estos autores, este es un trabajo que debe
realizarse rapidamente, sobre la marcha, porque en el salon de clases, los
estudiantes no pueden esperar mientras el profesor se pregunta sobre la
matematica. En una via similar se han expresado Borasi (1987) y Brodie
(2014) quienes coinciden en llamar la atencidon sobre el potencial del error
como una posible via para que el profesor pueda acceder al pensamiento de los
estudiantes en su forma de hacer matematica. De lo anterior puede afirmarse
que es primordial comprender las posibles causas de los errores mas que la
simple identificacion del error en matematica de los estudiantes: la
importancia del proceso no consiste en el reconocer el error, sino la causa de
tal error.

Si la forma en que el profesor de matematica aborda durante su ejercicio
profesional los errores en el aprendizaje matematico esta privilegiadamente
influida por creencias y concepciones ingenuas o distantes de las explicaciones
tedricas sobre estos errores y sus causas, dificilmente podra realizar una
gestion efectiva en el aula para mejorar la comprension de sus estudiantes. La
posibilidad de que los profesores modifiquen sus concepciones sobre las
causas de los errores en el aprendizaje en matematica al tomar consciencia de
la necesidad de explicaciones mas elaboradas (sustentadas por ejemplo en
referentes tedricos propuestos en didactica de la matematica) y que disten cada
vez mas de explicaciones ingenuas podria contribuir favorablemente en su
ensefanza de la matematica. Pehkonen (2006) ha sefialado que un profesor
debe ser consciente de sus acciones y debe reflexionar sobre ellas, pues
cuando el individuo reflexiona sobre ellas se produce aprendizaje, de tal forma
que la conciencia de las propias creencias y concepciones puede surgir. Las
investigaciones han evidenciado que las concepciones de los profesores
pueden cambiar y en qué condiciones se producen tales cambios (Pehkonen,
2006). En contraste con la idea que cambios sustantivos en los profesores son
concebidos generalmente como procesos graduales, complejos y dificiles
(Guskey, 2003, como se cita en Bobis, Way, Anderson, & Martin, 2016),
algunos autores como Liljedahl (2010) han notado cambios rapidos y
profundos en las creencias y practicas de los profesores.

4. Pregunta de investigacion

En la investigaciéon doctoral se busca profundizar en la comprension,
descripcion y caracterizacion de los posibles cambios en las concepciones de
un grupo de profesores (en ejercicio) de matematica de primeros semestres de
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universidad sobre las causas de los errores de sus estudiantes. Se propone una
intervencion en la que se promueve la reflexion critica, el debate y la discusion
por parte de los profesores participantes. La intervencion es realizada por el
investigador quien presenta a los profesores la teoria de obstaculos y la teoria
de representaciones semioticas como referentes teoricos y de investigacion
que ayudan a explicar las posibles causas de algunos errores provenientes de
diversas fuentes (como su propia practica y de la literatura especializada). La
investigacion consiste en tres fases: invitacion a participar e indagacion inicial
con la que se busca caracterizar las creencias y concepciones de los profesores
sobre al iniciar el estudio, una segunda fase de reflexion critica que se
desarrolla mediante discusiones orientadas en grupos focales (focus group) y
finalmente una fase de entrevistas personales con el investigador en los casos
que se desea profundizar en algunos de los aspectos tratados en las fases
anteriores. La informacion obtenida debe permitir realizar un analisis de corte
cualitativo descriptivo para responder la siguiente pregunta de investigacion:
(Qué cambios en las concepciones de los profesores sobre las causas de los
errores en el aprendizaje de la matematica se producen a partir de una
reflexion critica (sustentada en la teoria de obsticulos y teoria de las
representaciones semioticas de Duval) sobre el analisis de los errores de sus
estudiantes?

5. Algunos resultados preliminares obtenidos de la indagacion
inicial

5.1. Recoleccion de informacion: indagacion inicial

Inicialmente se envid (por correo electrénico) o se entregd personalmente (en
fisico) una carta de invitacion (individual) a participar en el proceso de
investigacion a un grupo de profesores de matematica de primeros semestres
de universidad, que se encuentran en ejercicio y que estan vinculadas con
alguna institucion de educacion superior en la ciudad de Bogota y municipios
aledafios (Chia y Soacha). Los profesores invitados a participar por su
trayectoria profesional y experiencia pueden brindar informacion especifica y
pertinente para el desarrollo de la investigacion. En la carta entregada a los
profesores se describen: los propdsitos de la investigacion, las actividades que
se desarrollaran, el rol de los profesores y del investigador y la disponibilidad
requerida (tanto de tiempo como de desplazamiento). Adicionalmente se les
solicitd a los profesores que identificaran algunos errores en matematica de
sus estudiantes y propusieran posibles explicaciones para sus causas, mediante
un siguiente cuestionario especifico previamente disefiado.

La informacion recogida en la fase indagatoria permitié caracterizar
algunas de las creencias y concepciones iniciales de los profesores sobre las
causas del error en matematica de sus estudiantes, acceder a un primer
soporte/evidencia de informacion y obtener informacion utilizable en el
desarrollo de las sesiones posteriores, como insumo para el analisis y
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discusiones de los profesores.

5.2. Resultados obtenidos y analisis preliminar

Las respuestas de los participantes permitieron evidenciar fuerte coincidencia
entre los profesores participantes en los cursos que han orientado: célculo
diferencial, calculo integral, algebra lineal y matematica basica o precalculo
hacen parte en general de la base experiencial de todos los docentes que
respondieron el cuestionario de inicial. Estos cursos usualmente se ubican en
los primeros semestres de los diferentes programas académicos. Asi mismo
hay una gran coincidencia en su ejercicio profesional como profesores de
programas de ingenieria y ciencias econémicas y administrativas.

Por otra parte, los errores de los estudiantes descritos por los docentes
coinciden en muchos casos con lo reportado en la investigacion sobre errores y
especificamente en las tipologias sobre el tema.* Los profesores participantes
identificaron errores algebraicos, errores aritméticos, errores de tipo
geométrico, errores vinculados a objetos matematicos del calculo (funciones,
limites, derivadas) y otros relacionados con su forma de argumentar entre
otros. Estos errores reportados se refieren a problemas en las operaciones con
fracciones, simplificaciones incorrectas, resolucion de ecuaciones, uso de
reglas inadecuadas en procesos algoritmicos (por ejemplo, para el calculo de
derivadas), problemas con el uso de la letra en matematica y su interpretacion,
resolucion de problemas de geometria entre otros. En cuanto a las
explicaciones de los profesores sobre las causas posibles de los errores se
obtuvieron respuestas que van desde justificaciones que se distancian por
completo de los referentes teoricos hasta respuestas que incluyen un analisis
detallado de cada error con intentos de argumentar s6lidamente algunas de las
posibles causas. Sin embargo, no se incluyen en las respuestas de los
profesores referencias concretas y/o explicitas a los referentes teoricos de la
didactica de la matematica presentados en los apartados anteriores salvo
algunas excepciones particulares. Por razones de espacio, s6lo se muestran en
el presente articulo algunas de los resultados obtenidos en esta indagacion
inicial.

5.3. Algunas explicaciones de los profesores a las causas del error en
matematica de sus estudiantes

Considérese el caso de un binomio elevado al cuadrado y desarrollado

incorrectamente como se muestra a continuacion:

(x +y)? = x* +y?

4 Aqui no se pretende mostrar una tipologia de errores. El interés del autor se enfoca en
mostrar la forma como los profesores explican algunos de los errores de sus estudiantes como
parte del analisis de la tesis doctoral. Para profundizar sobre tipologias de errores se
recomienda consultar Rico (1995).
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Algunos profesores incluyeron este ejemplo en sus respuestas al cuestionario
inicial que puede ser considerado uno de los casos tipicos de errores en el
algebra de estudiantes universitarios. Entre los argumentos de los profesores
para la posible causa de este error se encuentra el “desconocimiento de los
estudiantes” como lo sefiala Humberto:®> “no tienen claro las operaciones de
los exponentes” o como lo sefiala el profesor Mario: “no se tiene en cuenta la
jerarquia de las operaciones”; el profesor William se expresa en un modo
similar: “al elevar el binomio al cuadrado, lo vuelve un binomio de los
términos al cuadrado y no el trinomio cuadrado perfecto. Desconocimiento del
desarrollo de un binomio al cuadrado”. En contraste con la respuesta anterior
algunos de los profesores explican el proceder de sus estudiantes mostrando
un intento de reflexion sobre su causa como lo evidencia la respuesta del
profesor Milton:

Recuerdan, vagamente, que alguna de las propiedades de la potencia de una
multiplicacion es el producto de las potencias. Por lo cual, asocian ese esa suma
como si fuera un producto. Por otro lado, olvidan que un binomio al cuadrado es
un objeto que estd multiplicado por él mismo.

En este caso el error puede estar motivado por el uso de un conocimiento que
funcionaba en un contexto pero que ya no es apropiado en otro contexto, lo
que es la idea base del concepto de obstaculo. El profesor Carlos por su parte
parece reconocer (aunque no explicitamente) la responsabilidad de Ila
ensefanza a la que ha estado sometido el estudiante:

En el desarrollo de los conceptos y algoritmos del algebra basica, los estudiantes
estan expuestos a un numero considerable de formulas, las cuales no son dadas a
ellos mediante un proceso de construccién de conocimiento, o de experiencias de
aprendizaje significativas que les permita diferenciar los diferentes algoritmos y
apropiarse de los objetos matematicos.

Otros profesores coinciden en sefialar la posible influencia de la forma como
se realiza la ensefanza y también la responsabilidad de los docentes sobre las
causas posibles de los errores de sus estudiantes. Por ejemplo, el profesor
Javier llama la atencion sobre el deficiente desempeno y aversion de los
estudiantes por la trigonometria: “la trigonometria no se maneja, y ademas
tiene aversion per se por parte de ellos, no solo no la comprenden, sino que la
entienden como algo feo”. Javier intenta explicar esto preguntdndose por el
sentido en una referencia tdcita a la ensefianza: “cadenas infinitas de
identidades sin sentido, llegar de un lado a otro a cualquier costo... un afio de
eso... ;Y el sentido?, ;lo canonico de esto?, ¢;la utilidad?”.

También es mencionada la gestion del profesor en los problemas de los
estudiantes en el caso de simplificaciones inadecuadas en fracciones; para
ilustrarlo el profesor Ernesto presenta el siguiente ejemplo:

3 En el presente articulo se usan seudonimos para identificar a los profesores participantes.
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a+b
5
De forma similar el profesor Carlos muestra el siguiente ejemplo en el que se
ha simplificado incorrectamente x?:
x*+2x+3 x> +2x+3

" p"; =2x+3

Para el profesor Ernesto este tipo de errores de simplificacion dependen de la
complejidad de las expresiones y son frecuentes en precalculo y célculo
diferencial. Al explicar las posibles causas sefala: “el estudiante procura
replicar lo que realizan sus maestros, como regularmente encuentran que los
procesos algebraicos necesitan simplificacion, procuran reducir las
expresiones buscando una respuesta elemental”. Entre tanto el profesor Carlos
sefiala que los estudiantes simplifican términos del numerador y el
denominador sin considerar las adiciones o sustracciones que se lo impiden.
Carlos identifica dos causas posibles de estos errores:

Esto puede deberse al uso de expresiones por parte del profesor que crean en el
estudiante ideas erroneas, por ejemplo, decir que dos términos se simplifican por
ser iguales. Ademads, se evidencia que los estudiantes no logran hacer uso
correcto de propiedades y operaciones de los numeros racionales, pues
usualmente se explican algoritmos donde prima el resultado y no el concepto.

El profesor Javier incluye varios ejemplos relativos a las fracciones similares a
los anteriores y argumentando sobre sus posibles causas: “obstrucciones
didacticas en procesos de formacion media, frases como: cancelen arriba y
abajo”. En las respuestas de los profesores mencionados sobre las
simplificaciones incorrectas puede evidenciarse un reconocimiento de posibles
obstaculos didacticos, aunque sin mencionar explicitamente esta terminologia
propia de la didactica de la matematica.

La suma de numeradores y denominadores para realizar la operacion de
suma de nimeros racionales es mencionada por varios de los participantes. El
profesor Humberto lo ilustra como sigue:

1 3 4

27276
Humberto explica el error y su causa afirmando que “suman numeradores y
denominadores. No tienen claro que los quebrados tienen diferentes
denominadores”. El profesor Andrés senala que este error se debe a
“existencia de confusion entre algoritmos en los nimeros racionales”. En un
sentido similar se expresa el profesor Milton: “la causa de los errores
cometidos en los ejemplos expuestos resulta que los estudiantes aun no han
comprendido el concepto de fraccion y que, para la suma, es mucho mas facil
sumar fracciones homogéneas™. Las explicaciones de los profesores en este
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caso tienden y se reducen a asociar la causa a una “falta de comprension de las
fracciones” pero no profundizan en sus posibles causas. En contraste, es un
hecho que las dificultades de los estudiantes al operar con fracciones han sido
investigadas profusamente de acuerdo con Fandifio Pinilla (2009). Esta autora
sefala que “gran parte de la literatura internacional muestra la enorme
dificultad conceptual que tienen los estudiantes al realizar las operaciones
entre fracciones” (Fandifio Pinilla, 2009, p. 145). En la comprension de las
dificultades de los estudiantes con las fracciones es fundamental el estudio de
sus aspectos semioticos asociados; precisamente en relacion con la adicion de
fracciones esta autora senala:

La investigacion de los ultimos 30 afios logrd evidenciar el hecho de que es
necesario dar siempre sentido a lo que se estd haciendo y esto sucede a través del
manejo de varios registros semidticos y con la implicacion personal del estudiante
en la construccion del propio conocimiento. (Fandifio Pinilla, 2009, p. 146)

Las dificultades de los estudiantes en la resolucion de ecuaciones aparecen
reiteradamente en las respuestas de los profesores. El profesor Carlos afirma
que “el estudiante no establece un orden adecuado para despejar variables en
ecuaciones” como en el caso que ilustra sus respuestas:

1
2==+2
X

2x=1+2
Para Carlos las posibles causas pudrian encontrarse en la gestion del profesor:

Este error puede estar sujeto a la falta de conexién con contenidos como la
jerarquia de operaciones, ya que el profesor al hacer estos procedimientos suele
mencionar que los términos pasan de lado a lado de una ecuacioén, pero asume
que el estudiante entiende el orden. Ademas, el uso de estas expresiones resulta
inadecuado, pues los términos no “pasan” o cosas por el estilo, con lo cual el
estudiante olvida la naturaleza de las ecuaciones.

También en el caso de ecuaciones, Javier presenta el siguiente ejemplo
extraido de su practica: “al formular la pregunta ;como se resuelve la siguiente
ecuacion? x3 + x2 — x — 1 = 0”; de acuerdo con Javier la tercera parte de sus
estudiantes respondieron “por cuadratica profe”. Javier describe brevemente la
situacion de aula en relacion con este ejemplo: “Aunque parezca broma, esta
fue la respuesta de cerca de 10(/30) jovenes que tomo aceptacion casi unanime
en el salon. Y si factorizamos, les dije, respondieron, para qué si con la
cuadratica sale de una”. Para Javier, la causa de este tipo de error recae
nuevamente en el profesor: “limitacion de ejemplos en procesos de ensefanza
que obstruye el aprendizaje al particularizar demasiado una situacion.
Explicacion de herramientas sin el sentido que lo subyace”. Las explicaciones
mencionadas sobre las causas de los errores resolviendo ecuaciones revelan un
reconocimiento de posibles obstaculos didacticos. Sin embargo, desde el punto
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de vista didactico, esta no necesariamente es la Unica causa posible. Por
ejemplo, en el caso de despejar en una ecuacion la dificultad puede estar
asociada a la trasformacion semiotica de tratamiento en el registro semiotico
de la escritura de las ecuaciones.

6. Comentarios finales

Este primer ejercicio de indagacion realizado en el marco de la investigacion
doctoral permitid evidenciar que los profesores tuvieron la oportunidad de
reflexionar sobre los errores de sus estudiantes y sus posibles causas
llevandolos a realizar una revision de su propia experiencia profesional en la
ensefanza de la matematica universitaria. De la informacion recolectada y a
pesar de la gran heterogeneidad en las explicaciones para las posibles causas
del error en matematica de sus estudiantes, en esta primera fase de la
investigacion se puede afirmar que existen al menos dos tipos de respuestas
que muestran las posibles concepciones de los profesores sobre las causas de
los errores de los estudiantes. Por una parte, algunas respuestas atribuyen la
causa de esos errores a simple desconocimiento e incluso descuido poniendo
toda la carga del error en el mismo estudiante. De otra parte, hay una gran
coincidencia en algunas respuestas sobre el reconocimiento de la
responsabilidad del docente y sus elecciones a la hora de la clase como
posibles causas de los errores de sus estudiantes; esto da un indicio de
reconocimiento de posibles obstaculos didacticos en el proceso de ensenanza-
aprendizaje de la matematica (aunque los profesores no lo mencionan con ese
nombre). Este reconocimiento de la responsabilidad del profesor podria
considerarse como punto de partida para la reflexion en la siguiente fase de la
investigacion que consiste en la discusion con pares en focus group con lo que
se estudiaran los posibles cambios en las concepciones de los profesores sobre
las causas del error en matematica. También estas respuestas muestran
argumentaciones que tratan de explicar de forma detallada las posibles causas
del error, aunque en algunos casos estas explicaciones no corresponden o
corresponden parcialmente con los referentes teoricos apropiados. Esta
primera parte de la investigaciéon doctoral coincide con los resultados de la
investigacion de Ramirez (2013) en el sentido que los profesores, aunque
pueden hacer referencias parciales a conceptos de la didactica de Ila
matematica no lo hacen con la respectiva terminologia técnica.
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